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摘  要：本文主要讨论了部分因子设计中的均匀性，离散偏差被用来作为均匀性
的测度。对于对称部分因子设计，我们研究了正交性和均匀性之间的联系，并且

发现这些准则有很好的一致性。通过对均匀性地研究，为我们合理的解释正交性

原则提供了更有力的依据。另外，我们也详细证明了正交性两个的准则之间是等

价的，而且还得到了离散偏差的一个新的下界。 
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1 引言 

均匀设计（Wang and Fang, 1981; Fang and Wang, 1994; Fang et al. 2000）是使
试验点均匀的分布在试验区域，它已广泛的应用于工业领域和科学研究中。均匀

性是均匀设计中的一个非常重要的概念。最近，许多研究表明均匀性在因子设计

中是非常有用的。Fang et al.（2000）在中心化 -偏差（Hickernell, 1998）下给出

了正交设计和均匀设计之间的联系，并且猜想任何正交设计在一定的均匀性的测

度下是一个均匀设计。Ma et al.（2003）证明了如果 =2或 是奇数时，对于一个

全面试验q ，这个猜想是成立的。对于部分因子设计，Fang, Ma and Mukerjee（2002）

给出了关于正交性和均匀性之间联系的结果。正交性和均匀性之间的联系为我们

使用均匀设计提供了一个合理的依据。 
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最近，Heckernell and Liu（2002）提出了一种更为合理的均匀性的测度，即离
散偏差（Discrete Discrepancy，简记为 DD）。与其它均匀性测度相比，DD不仅大
大的降低了计算费用，而且有它自身的统计合理性。Heckernell and Liu（2002）表
明在 DD度量下的均匀设计限制了效应的混杂。Liu and Heckernell（2002）使用

DD去评判超饱和试验设计，结果表明对于 2-水平超饱和设计，DD和 ( )2sE 准则

得到的最优超饱和设计是一样的。Liu（2002）用离散偏差的投影去计算对称部分
因子设计的均匀性，发现均匀性和正交性之间有很好的联系。Qin and Fang（2003）
给出了在 DD度量下均匀性和其它准则（如广义最小混杂（Xu and Wu, 2001），最
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小矩混杂（Xu, 2003）等）之间的联系，这些密切的联系非常有意义，它为 DD作
为因子设计的均匀性测度提供了更有力的说服力。除此之外，Qin and Fang（2003）
证明了对称饱和正交设计和一类特殊的对称超饱和设计在 DD度量下都是均匀设
计。 

Fang, Ma and Mukerjee（2002）首次在 2-水平或 3-水平的因子设计中建立了正
交性和均匀性之间的解析联系。本文的目的在于把 Fang, Ma and Mukerjee（2002）
的结果推广到更一般的对称因子设计。首先，DD被用来作为均匀性测度，它可以
被看成是 Fang, Ma and Mukerjee（2002）中讨论的均匀性测度的一般化，参看 Qin 
and Fang（2003）中的定理 5。其次，这篇文章中的许多结果可以化简为 2-水平或
3-水平因子设计的情况，而且结果与 Fang, Ma and Mukerjee（2002）中的结果是一
致的。第三，这篇文章与 Liu and Hickernell (2002) 和 Liu（2002）不同的是，我们
建立了正交性和均匀性之间的解析联系。最后，DD 度量下的均匀性不能用 Fang, 
Ma and Mukerjee (2002)中给出的形式来表达，因此，Fang, Ma and Mukerjee（2002）
证明所使用的方法在这里不用运用，我们用到了一些新的方法。 

2 几个比较准则 

   设 ( )sqnD ; 表示有 n个试验且有 s个 q水平因素的设计的集合。 

   本文用 DD 来度量均匀性。在 Hilbert 空间里，我们用再生核来定义 DD（见
Hickernell and Liu, 2002），但不同的再生核会导致不同的偏差，见 Liu and Hickernell 
(2002), Liu (2002)和 Qin and Fang (2003)。这里我们用到了 Qin and Fang (2003)中给

出的再生核，相应的离散偏差可参考他们的文章。对于给定的一个设计 d∈ ( )sqnD ; ,

它的离散偏差值，记为 ，可用如下公式得到： ( badD ,; )
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这里的 和 是常数，而且 ，a b 0>> ba klψ 是 的第 行和第 l行之间的 Hamming

距离。均匀性准则是寻找一个达到最小 值的设计。 

d

( ba,

k

)d;D

正交设计应用于很多的领域，并形成因子设计的一个主要类。一个设计

d∈ ( )sqnD ; 称为正交设计，如果任两个因子的水平组合出现相同的次数。正交设计

是正交正列的一种特殊的情况。一个由 q个字符组成的 距阵 d为强度为 m的

正交正列，记为 OA(n,s,q,m), 若它的任何 子阵，所有 个水平组合出现的次

sn×
mqmn×
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数都是 mqn 。关于正交正列更详细的讨论，我们可参考Heclayat. Sloane and Stufken 

(1999)。 
最近，一些新的准则，比如 B-准则(Fang, Lu and Winker, 2003)和 O-准则(Fang, 

Ma and Mukerjee, 2002)，已经被用来度量因子设计的正交性。这些准则可以看作
为正交正列中强度的概念的一种推广。我们下面简短的描述一下 B-准则和 
O-准则。 

    对于 d∈ ( )sqnD ; 的某 m列，记为 ( )
mlll ddd ㄝㄝㄝㄛ,,

21
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其中1 。显然，B 当且仅当 为强度为 m的正交正列。因此 从

总体上度量了设计d与强度为 m的正交正列接近的程度。在 Fang, Lu and Winker

（2003）中把向量（ ）称为一个平衡型（Balance Pattern）。为

了保证我们所选取的设计接近强度比较高的正交正列，我们需要选择 使得

序贯的小。我们称这种准则为 B-准则。 

sm ≤≤

( ) ( )dB ,...,, 2
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为了比较部分因子设计的正交性，Fang, Ma and Mukerjee（2002）提出了另一

个向量（本文记为（O ））来度量 d 的正交性。O 的详细定义可参

看 Fang, Ma and Mukerjee（2002）。 可以度量 是否接近强度为 m的正

交列。∑ 越小，则 d的正交性就越好。因此，为了保证我们所选取的设计

具有最好的正交性，我们应该选择合适的 d 来使O 序贯的小，我们称

( ) ( )dOd s,...,1 ( )di
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这个准则为 O-准则。在下一节，我们将证明 O-准则和 B-准则是相互等价的。 
   

3 主要的结果 

首先，我们给出下面的引理，这个引理建立了 ( ){ }dB j 和 ( ){ }dO j 之间的解析关

系。 
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根据引理 1，我们有如下定理： 
定理 1：对于水平为 q的对称设计 d, B-准则和 O-准则是一致的，也就是说，

使 序贯的小等价于使O 序贯的小，并且，B 和

通过（3）或（4）是线性相关的。 

( ) ( ) ( )dBdBdB s,...,, 21
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现在，我们考虑离散偏差度量下的均匀性和{ }或{ 度量下的正交性

之间的关系。对于 2水平或 3水平因子设计，Fang, Ma and Mukerjee (2002）建立

了在一些偏差度量下的均匀性和{ 度量下的正交性之间的关系。对于 DD 度

量下的均匀性，我们有更一般的结果： 
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这里 a,b都是常数，且  .0>> ba
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注 1：因为 ，0>> ba ( ) ( )qbbaba +−−

j

是一个小数，因此，由等式（6）知，

在 [ ] 中O 的系数随着指数 v增加而递减。因此，对于对称部分因子 ，

若有较好的正交性，即对于较小的 有较小的O ，那么在 [ 度量下

就有较好的均匀性。显然，由定理 1 和等式（7）可得在 度量下的正交性和

均匀性之间有类似的结论。 
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注２：由 Qin and Fang (2003)中的定理５可以清楚的知道，推论１是 Fang, Ma 
and Mukerjee（2002）中结果的另一种表达形式,因此，我们的结果（定理 2）是 Fang, 
Ma and Mukerjee（2002）的一种推广。 
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4 离散偏差的一个新的下界 

我们现在给出（1）式中 [ 的一个下界. ( badD ,; ) 2]

定理 3：假定 ( )sqnDd ;∈ ,那么 [ ] ，                 (8) ( )badD ,; 2 ( badLC ,;≥ )
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注 3： 这个下界是根据 的列平衡（Column Balance）而得到的,它

在评估一般的正交列的均匀性时非常的有用。Qin and Fang（2003）根据 的行之

间的 Hamming距离给出的 的另一个下界： 
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这里， ( ) (( ))1−−= nqqnsψ ， 是γ ψ 的整数部分，显然， 比 更

精确，后者在一些饱和或超饱和设计中能够达到，所以 在评估 d是否接

近饱和或超饱和设计时更有用。 

( )badLC ,;

( badLS ,;

( )badLS ,;

)

我们现在用一个例子来解释我们的结论。 
 

表 1： 因子设计的 12次试验 52

 

1d                                         2d 3d

1  1  0  1  1          1  1  0  1  1          1  0  0  1  0 
0  1  1  0  0          0  1  1  0  1          1  0  1  1  0 
1  0  1  1  0          1  0  1  1  0          1  1  0  1  1 
0  1  0  1  0          0  1  0  1  1          1  1  1  1  1 
0  0  1  0  1          0  0  1  0  1          1  0  0  0  0 
0  0  0  1  1          0  0  0  1  0          1  0  0  1  1 
1  0  0  0  1          1  0  0  0  1          0  1  1  0  0 
1  1  0  0  0          1  1  0  0  0          0  1  1  1  1 
1  1  1  0  1          1  1  1  0  0          0  1  1  0  1 
0  1  1  1  1          0  1  1  1  0          0  1  0  0  1 
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1  0  1  1  0          1  0  1  1  1          0  0  1  0  0 
0  0  0  0  0          0  0  0  0  0          0  0  0  0  0  
 

例 1：取 表 1给出了 3个非正规部分因子设计 ,其

中 和 是从 12阶的 Hadamard距阵中选出的不同构的 5列，参看 Lin and 

Draper(1992)。表 2给出了一些数字结果。若从一些常用偏差度量下的均匀性和正

交性的准则来看，Fang, Ma and Mukerjee（2002）推断 比d 要稍微好一点，而且

和 要比 好。 

.5,2,12 === sqn 321 ,, ddd

1d

1

2d

2

2d 1

d d 3d

容易验证 

( )[ ]badD ,;2
2 < ( )[ ]badD ,;1

2 < ( )[ ]badD ,;3
2  

因此,这也支持了 Fang, Ma and Mukerjee（2002）中的结果。 
 
 

表 2：例 1的数字结果 

1d          2d 3d 1d          2d 3d

( )dB1         0      0      0 

( )dB2         0      0     4.8 

( )dB3         2      2     7.2 

( )dB4         5      5     7.8 

( )dB5        9.5     7.5    7.5 

( )dO1         0      0      0 

( )dO2         0      0      6 

( )dO3         5      5      0 

( )dO4        2.5     2.5    1.5 

( )dO5         2      0      0 

( )[ ]badD ,;1
2 ( )( ) 288119129 325 βββ −++= a  

( )[ ]badD ,;2
2 ( )( ) 2881345 325 βββ −++= a  

( )[ ]badD ,;3
2 ( )( ) 961511115 2235 ββββ −+++= a  

0, >>= baabβ  
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