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摘要：我们用离散偏差来度量部分因子设计的均匀性，本文的目的在于寻找一些

构造均匀设计的方法，这些方法比文献中已有的方法更简单且成本更低。我们得

到了离散偏差的一个下界，一个 U－型设计的离散偏差值达到下这个下界，那么
该设计是一个均匀设计。我们建立了均匀设计与组合设计理论中均匀可分解设计

之间的联系。通过均匀可分解设计，提出了一些新的构造均匀设计的方法。同时

也给出了许多均匀设计存在的无穷类。 
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1. 引言 

均匀设计是要求试验点均匀分布在试验区域的设计。在近十年里，均匀设计

的构造引起了人们极大的兴趣。而均匀性度量标准在均匀设计的构造中起着相当

重要的作用，伪蒙特卡洛方法中的各种偏差已经作为了均匀性的度量。Fang and 
Wang (1994) 以及 Fang (2000) 给出了这些度量的综合性评述。均匀设计就是那
些具有最小偏差的设计。在低偏差下，即使试验点的数目和维数是适当的小，去

寻找一个试验点均匀分布在试验区域的集合也是一个 NP问题。为了减少计算机
搜索的成本，所有存在的均匀设计都是在 U－型设计的基础上构造的，即每个因
子水平是相等的情形 (Fang et al.,2000 )。Fang and Wang (1994) 考虑了 U－型设
计的一个子集，即好格子点集，他们用星偏差，即拟合最优检验中的

Kolmogorov-Smirnov 统计量，作为均匀性的度量。一般来说，计算一个 U－型
设计的星偏差也是一个 NP问题。Fang , Ma and Winker (2002) 讨论了怎样利用

中心 －偏差去寻找均匀设计。算法在这一方法中起到相当重要的作用。当试

验次数或因子数太大时要找到一个所有候选 U－型设计是不可能的，因为这些设
计太多或太大了。U－型设计的复杂性是在低偏差下构造均匀设计的主要困难。
这就需要新的均匀性度量标准使得我们不用在全部候选表中寻找均匀设计。 

L2

最近，Hickernell and Liu (2002) 提出了一个所谓的离散偏差，用它作为均匀
性的度量可以大大降低了计算量。有关离散偏差的统计合理性有许多文章讨论。

Hickernell and Liu (2002)指出离散偏差下的均匀设计能限制混杂。Liu and 
Hickernell (2002) 利用离散偏差来评估超饱和试验设计，并指出对于 2水平的超

饱和试验设计，离散偏差与 标准是一样的。Liu (2002) 利用离散偏差来评

估等水平的部分因子设计，发现正交性与均匀性之间有很好的联系。Qin and Fang 
(2003) 给出了以离散偏差为度量的均匀性、广义最小混杂、最小矩混杂、以及

)( 2SE
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以中心 －偏差、可卷型 －偏差为度量的均匀性之间的关系，这些联系为利

用离散偏差作为因子设计均匀性度量标准提供了理论上的合理性。Fang , Ge and 
Liu (2002) 用离散偏差作为等水平超饱和设计均匀性的度量，并且在可分解的平
衡不完全区组设计的基础上提出了一个均匀超饱和设计的构造方法。在离散偏差

下，系统而有效的构造混水平均匀设计的方法在文献中不太能找到。本文中我们

将给出一些有效的方法。 
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达到(2)式右边的下界的充要条件是对 X中的每个实验点 ，在 )l≠ψ 的

个值中，有d 取值 ，有d 取值 。 

1−n

γ γ 1 1+γ

很明显， 中的一个设计的离散偏差值的平方如果达到(2)式右

边的下界，则这个设计是均匀设计，记为U 。 

,,;( 1 qqn Lµ

),,( 1 qq mn L
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本文我们主要讨论当对所有1 ，nkl ≤≠≤ ψψ =kl ，即ψ 是一个整数， ，

时，均匀设计U 的构造。我们的目的是提出一些更简单易行

的新方法来构造这些均匀设计。我们将建立起 的一个子集中的设

计与均匀可分解设计之间的联系，后者是组合设计理论中一个重要的研究问题。

根据这种联系我们得到了一些均匀设计的构造方法。这篇文章主要的创新点在于

研究试验点之间的关系而不是研究因子之间的关系。 

ψγ =

1−= ndγ ),qm,( 1qn L

),,L;( 1qnµ qm

2. 设计的构造 

定理 1中的下界是非常有用的。它告诉我们，一个 U－型设计的离散偏差值
如果达到(2)式右边的下界，则此设计的任意不同两行的水平组合在某种意义上
达到了一种平衡，而且如果从区组的角度来看设计的行，这样 U－型设计的每一
对行同时出现在相同数目的区组中，这说明在这些行之间也存在着某种平衡。这

就表明在均匀设计与区组设计之间存在着一些联系。 

区组设计是试验设计中很重要的一类，也是组合设计中的重要的研究问题。

区组设计最初的思想来源于农业和生物试验，但如今这种思想已广泛的被应用于

科学和工程的许多领域。本文中我们将利用区组设计来构造均匀设计。现在我们

将介绍一种叫做均匀可分解设计(Uniformly Resolvable Design) 的组合设计。 

首先介绍均匀可分解设计的一个子类，即可分解的平衡不完全区组设计。令

表示 n个处理的集合， 表示 中 b个子集（叫做区组）的一个集合使得每个

区 组 的 大 小 为 k 。               
一 个 平 衡 不 完 全 区 组 设 计 (Balanced Incomplete Block Dsign) ， 记 作

是一对 使得每个处理恰好出现在 m个区组中，且每对不

同的处理恰好出现在 个区组中。易看出，这五个参数 满足下列两

个等式： 

ν β

,(ν

ν

),,,,( λkmbnBIBD )β

λ ),,,,( λkmbn

                   和    bknm = )1()1( −=− kmnλ

因此，我们可以把 写作 。 ),,,,( λkmbnBIBD ),,( λknBIBD

    一个区组设计被称为可分解的(Resolvable)，如果区组可划分为由划分所有
处理的区组的集合组成的平行类。如果平行类中每个区组的大小相同，则称这个

平行类是均匀的。一个可分解的 记作 。例 3中给出了

一个 的例子。 

),,( λknBIBD ),,( λknRBIBD

),,( λknRBIBD
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注意到在 中所有区组的大小相同。而在组合设计理论中通常讨论的平

衡设计并不是所有区组的大小相同。这种设计在文献中称作成对平衡设计

(Pairwise Balanced Design)。令 K表示包含区组大小不同的值的一个子集，R是

一个多元集，且

BIBD

KR = （ K

)β

表示集合 K 的基），且对每个 ，相应的有一

个正数 使得恰有 r 个大小为 k的区组的平行类。一个成对平衡设计，记为

，是一对 ( 具有下列性质：如果 ，则

Kk ∈

Rrk ∈

),, λK

k

ν(nPBD , β∈B KB ∈ ，且 中每对

不同的处理恰出现在 中 个区组中。很明显，当

ν

β λ 1

,λ

=K

,,( Kn

时，这个概念就简化为

一个 。一个均匀可分解设计，记为URD ，是一个可分解的

使得所有的平行类是均匀的。对一个URD，如果 ，

，很明显有  

BIBD
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对区组设计的详细介绍可参阅 Calinski and Kageyama (2000) and Beth et al. 
(1999)。 

下面给出一个URD 的例子。 ),,,( Rkn λ

例 1  URD 。这时 n=6， 。6个处理安排到 b=11个

区组中，区组大小为 ，使得每个处理恰出现在四个平行类中，这四

个平行类用 ，P ，P ，P 表示如下（在每个平行类中，一个{ 表示一个区

组）。 

})3,1{,1},2,3{,6(

∈Kk j

P1 2 3

}6,5,4,3,2,1{=ν

}2,3{=

4 }L

}}6,5,4{},3,2,1{{1 =P ； 

}}6,3{},5,2{},4,1{{2 =P ； 

}}4,2{},6,1{},5,3{{3 =P ； 

}}6,1{},4,3{},6,2{{4 =P 。 
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可以看到每个处理恰出现在 个区组中，因此这个设计是

。 

1=λ

})3,1{,1},2,3{,6(URD

下面我们来建立均匀设计与均匀可分解设计之间的关系。为说明这个，假设

存 在 一 个 URD 。 为 了 符 号 的 方 便 ， 令 ，),,,( RKn λ },,2,1{ nL=ν

}qn m Um
j==β

(nX µ∈

,,{ 1qnK L= ， ，这里每个 表示一个含q 个区组的平行类。

于是一个 U－型设计 可以由一个URD 通过以下步骤

而得到。 
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第一步  对每个平行类 中 个区组按1 编号； ),,1( mjP j L= q j q j,,2, L

第二步  对每个 构造一个如下q 水平的列向量 ： P j −j )(xx ij
j =

        如果处理 包含在 中 的第 个区组中，则令 。 i B P j u uxij =

第三步  合并这 m 个由 中 构造出的列向量，从而形成一个 U－型设计

。 

B

)m

P j

,,;( 1 qqnX Lµ∈

值得注意的是得到的这个设计 X 是一个均匀设计。事实上，不难看出 X 的

任意两不同行一致的数目是一个常数 。由(3)，λ ( ) )1(1 −−∑= = nmqnm
j jλ 。依据

定理 1，X是一个均匀设计。 

为说明上述步骤，下面给一个例子说明怎样用URD来构造均匀设计。 

例 2  用例 1 中的URD 来构造U 。 的四列由

的四个平行类构造如下：在 中有两个区组{1,2,3}和

{4,5,6}。我们把“1”放在 X中第 1列的 1，2，3行，把“2” 放在 X中第 1列

的 4，5，6行，于是得到 X中一个 2-水平的列向量。同样的，由 把“1” 放

在 X中第 2列的 1，4行，“2”和“3”分别放在 X中第 2列的 2，5行和 3，6
行，于是得到 X 中一个 3-水平的列向量。通过这种方法，四列由四个平行类构

造而成，从而构成一个如下 U－型设计 ： 
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 93



                     



























=

1232
3122
2312
2131
1321
3211

X

很容易验证 X是U 。 )32( 31
6

相反的，我们也可以通过一个均匀设计构造一个URD。假设 X 是一个均匀

设计U ，其离散偏差的平方达到(2)式右边的下界。对 X中的第 j列 ，

我们可以构造q 个大小为

),,( 1 qq mn L

j
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的区组，使得如果 的第 p 个元素取 ，于是 p

就包含在第 个区组中。显然的，这 个区组形成了一个平行类，即 ， 是

均匀的。对应 X 中的 m 个列，一共有 个区组。令 表示这

个区组的集合， 。注意到前一节所定义的

x j
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P
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qm+L

q j

},n

j

j

P j

qq ++L1 Um
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q +1 ,2,1{ L ψ ij实际上是处

理 i和 同时出现的区组数目。j ψψ =ij 对 表示 中任意不同的处理对恰好

出现在

ji ≠∀ ν

ψ 个区组中。因此，( 是一个URD ，这里),βν ), Rλ,,( kn }qm,,1 L{ qn= nK ，

。 }1,,1{ L=R

综上所述，我们得到下面的定理，它不仅在上述均匀设计的构造方法中起重

要作用，而且在试验设计与组合设计中建立起重要桥梁。 
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个 ， 这 里 ， 且

nji ≤≠≤1

}kl R =)R,,,( knURD λ ,K },,{ 1 rr lL

)1()) −n1(1 −∑ = kr j
l
j j(=ψ 是一个正整数。 

3. 一些构造均匀设计的方法 

定理 2 保证了我们不用计算机搜寻就可由URD构造一些均匀设计，而URD
在组合设计理论中已被广泛研究。在这一节，我们将利用一些构造URD的方法
来构造混水平的均匀设计。我们主要介绍用可分解的组区分设计(Resolvable 
Group Divisible Dsign)和拉丁方(Latin Squares)两种方法来构造均匀设计。 
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3.1 基于可分解的组区分设计的构造 

所谓的可分解的组区分设计是URD中很重要的一类。令 n和 g是正整数，n
是 g的倍数，一个组区分设计(Group Divisible Dsign)指数为 1，阶为 n和类型为

g gn ，记为 )(gGDD gn−k ，是一个三重组 ( ，这里 ),, βθν

1． 是含 n个处理的集合； ν

2． 是 的一个剖分，它包含一些 的子集，这些子集叫做大小为 g的组(Group)； θ ν ν

3． 是 中的区组的集合，其中每个区组的大小为 k； β ν

4．不同组中每对不同处理仅在一个区组中同时出现； 

5．没有一个区组包含两个来自同一组的的处理。 

    下面我们来看一个 的简单例子。 GDD

例3 一个 。在例 1URD 的基础上取 ， )3(2 2GDD− })3,1{,1},2,3{,6( }6,5,4,3,2,1{=ν

P1=θ ， ，于是 ( 是一个 2 。 U4
2== j jPβ ),, βθν )3( 2GDD−

如果一个GDD的区组可以划分为平行类，这个GDD叫做可分解的GDD，

记为 )RGDDk −

k

)1,,( kn

(g gn 。例 3 中这个 是一个 。很明显，

当 g=1 时，一个 实际上是一个可分解的平衡不完全区组设计

。 

)3(2 2GDD− )3( 2RGDD2 −

RGDD−

RBIBD

假设 ( 是一个),, βθν )(gRGDDk gn−

β∗

，令 ，于是可以认为 是一

个区组设计，这里 中的组恰好形成一个具有大小为 g 的平行类。由已定义的

，可以看到 中每对元素只出现在 的一个区组中。由 的可分解性

和均匀性，这个区组设计 是一个URD ，这 ， 和

。由(3)，

βθβ U=∗

),,, Rkn λ

β∗

,{ kg

θ

GDD

,1{R =

ν β∗ RGDD

1= K( λ }=

}rk )1()( −− kgn=kr 。因此，依据定理 2 和 )g(gnRGDDk − 存

在的已知结果，我们得到以下混水平的均匀设计存在的无穷类。 
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定理 3  如果存在一个 )(gRGDD gn−k ，则存在一个
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则存在一个
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3．如果 且 ，则存在一个)4(mod0≡p 4≠p 
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4
3 1

1
3

pp
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pU 可能除

外(Ge , 2001)。 

}124,88{∈p

4．如果 ，则存在4≥p ( )( )pp p
p 3 441

12
−U 可能除 外(Ge , 2002)。 }27,23,18,17{∈p

5． 如果 ，则存在1≥p ( )( )p p
p 155 161

60U (Rees , 2000)。 

6． 如果 ，则存在1≥p ( )( )p p
p 246 251

120U (Rees , 2000)。 

3.2 基于拉丁方的构造 

拉丁方与区组设计的关系密切，且可利用它产生一个 次试验 个因素

的正交主效应设计。在这一小节，拉丁方被用于构造混水平的均匀设计。 

g2 gg 1+

一个 矩阵具有 g 个符号作为它的元素，如果其每个符号在每行每列只

出现一次，就叫做一个阶为 g 的拉丁方。如果 对元素在两个拉丁方的同一位

置都不相同，则称这两个拉丁方是正交的。对于一个拉丁方的集合，如果其中任

意一对都正交，则称之为两两正交的拉丁方集。令 N(g)表示具阶为 g 的两两正
交的拉丁方的最大数目。N(g)可由 Colbourn和 Dinitz (1996) 的结果得到。很容

gg ×

g2
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易验证如果 ，则存在一个 k 。由定理 3，我们得到下面

的重要定理，它给出了正交拉丁方对和均匀设计的关系。 

1)( −≥ kgN

)( −≥ kgN

)(gRGDD k−

( )gk g
kg

1

RGDD

{=ν

U4
1== j jPβ

{},12,7,3{},11,6,

{},10,6,3{},9,7,2

{},9,5,3{},10,8,2{

},11,8,3{},12,5,2{

RGDD

9{},8,7,6,5{},4

),β

定理 4  如果 ，则存在一个1 U 。 

下面给出一个由两两正交的拉丁方构造 和均匀设计的例子。 

表 1  两个阶为 4的正交拉丁方 
8   6   7   5 
5   7   6   8 
6   8   5   7 
7   5   8   6 

9    11    12   10 
11   9     10   12 
12   10    9    11 
10   12    11   9 

例 4  表 1给出了两个阶为 4的正交拉丁方。取 ， }12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1

}}12,11,10,,3,2,1{{=θ ， 这里 

}}10,5,42{},9,8,1{{1 =P ； 

}}12,8,4{},11,5,1{{2 =P ； 

}}11,7,4},12,6,1{{3 =P ； 

}}9,6,4{},10,7,1{{4 =P 。 

很明显 ( 是一个3 ，由这个 可以构造一个,θν )4( 3RGDD− ( )43 41
12U 如下

表 2。  
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表 2  一个 ( )43 41
12U  

 
 
 
 
 

  

 

  run 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

3 1 3 3 3 3

4 1 4 4 4 4

5 2 4 1 3 2

6 2 2 3 1 4

7 2 3 2 4 1

8 2 1 4 2 3

9 3 1 2 3 4

10 3 4 3 2 1

11 3 2 1 4 3

12 3 3 4 1 2

由两两正交的拉丁方可以得到以下均匀设计的存在类。 

推论 1  1．对任意强度 和正整数 k ，存在一个g g≤ ( )gk g
kg

1U 。 

2．对任意正整数 ，存在一个g ( )gg
g 21

2U 。 

3．对整数 ，存在一个}6,2{∉g ( )gg
g 31

3U 。 

4．对整数 ，存在一个}10,6,3,2{∉g ( )gg
g 41

4U 。 

5．对整数 ，存在一个}22,18,14,10,6,4,3,2{∉g ( )gg
g 51

5U 。 

6．对整数 ，存在一个}62,60,46,38,34,30,26,22,20,18,15,14,10{,6 ∉> gg ( )gg
g 61

6U 。 

4． 结束语 

在这篇文章中我们利用离散偏差作为均匀性的度量来构造均匀设计，建立了

任意不同两行间的Hamming距离相同的均匀设计与均匀可分解设计之间的 1－1
对应的关系，由此建立起了试验设计与组合设计之间的重要桥梁，从而得到许多

混水平均匀设计存在的无穷类。  

据我们所知，广义最小混杂设计和最小矩混杂设计的构造方法是不多的。依

据 Qin and Fang (2003)，我们得到的均匀设计具有最小矩混杂，并且得到的对称
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的均匀设计也有广义最小混杂。因此，我们的方法也可以用于系统地构造最小矩

混杂设计和广义最小混杂设计。另外，Xu (1999)把最优设计理论中的泛最优性
(Universal Optimality)的概念介绍到计算机实验中，并说明，一个设计如果具有
相等的 Hamming距离，则是泛最优的。显然，本文中得到的均匀设计在 Hamming
距离下也是泛最优的。 

由定理 1，如果删去由我们的方法得到的均匀设计中的任一列，余下的设计
仍然是一个均匀设计。另一方面，我们也可以通过增加任意平衡列到我们所得到

的均匀设计中，得到的新设计仍是一个均匀设计。但是这一列可能与均匀设计中

的某一列混杂，因此，这一列的选取要特别小心。 
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