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Abstract

以Majorization不等式理论为基础，本文提出一种新的设计优化框架，进而归纳和统

一了正交设计、均匀设计和超饱和设计中的一些测度。该优化框架有张有驰，包含严苛

的Majorization检验和灵活的Schur凸比较。通过选择可分离的组合核函数和指数核函数，经

典的正交强度、广义最小低阶混杂、中心化L2-偏差等准则被囊括进我们的这个优化框架。
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1. 介介介绍绍绍

本文着重讨论三种平衡格子点设计（也叫U类型设计）：正交设计、均匀设计和超饱和设计。
它们被广泛应用于工农业、科研开发以及近来倍受关注的电脑仿真实验，除了提供更加有效的

参数估计，还在很大程度上减少实验成本。如何选择和构建设计是同行们长期研究的课题。针

对正规的部分因子设计，由Box，Hunter and Hunter (1978)提出的最大分辨力以及由Fries and
Hunter (1980) 提出的最小低阶混杂准则被人们长期用来评价正交设计。到了上个世纪九十年
代，实验设计者们开始意识到非正规因子设计其实不容忽略，如二水平的Plackett-Burman设
计(Plackett and Burman, 1946) 除了可估主效应，还提供部分交互效应的信息；然而早期流行
的最小低阶混杂准则只能衡量正规因子设计，后来Ma and Fang (2001)和Xu and Wu (2001)不
谋而合，都成功地给出了推广，即广义最小低阶混杂。针对均匀设计，早期的星偏差准则（参

见Fang and Wang, 1994)）逐渐被中心化、可卷型L2-偏差（参见Hickernell, 1998 和Fang and
Mukerjee, 2000）以及近年新提出的离散偏差（参见Hickernell and Liu, 2002 和Fang, Lin and
Liu, 2003b）所取代。至于超饱和设计，我们从众多的准则里选出三个代表，E(s2) (Booth
and Cox, 1962)、Ave(χ2) (Yamada and Lin, 1999) 和Ave(f2) (Fang, Lin and Ma, 2000)，分
别评估二水平、三水平和多水平超饱和设计里两两因子之间的正交程度。

上面回顾的这众多准则，每个都有自己的出发点，运用几何、组合抑或统计推断，所谓百

家争鸣的美丽。一般用户然却哀愁起来，在具体的实验现场考虑用什么测度来评选设计时，隐

约可见他们困惑的表情。这不禁给我们提出了两个很自然的问题：1）这些测度之间有无相互
关联？2）它们能否更进一步被被统一到单一框架？在这篇文章我们带着这样的问题上路，运
用Majorization不等式理论(Mashall and Olkin, 1979)对试验设计给出一种新的优化框架。
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2. 优优优化化化框框框架架架

Majorization不等式理论起源于全体居民的收入测量，后来被广泛应用并产生很多理论结
果。详情参见Marshall and Olkin (1979)，我们在这边稍作介绍。对任意m长度的非负向
量x ∈ Rm

+，它的（递增）次序统计量可被写成x[1] ≤ x[2] ≤ · · · ≤ x[m]. 对x,y ∈ Rm
+，如果

k∑
r=1

x[r] ≥
k∑

r=1

y[r], k = 1, 2, · · · ,m− 1 并且

m∑
r=1

xr =
m∑

r=1

yr, (1)

我们则说x被y涵盖，表达成x ¹ y。对于1 ≤ k ≤ m − 1，当至少存在一个
∑k

r=1 x[r] >∑k
r=1 y[r]，我们可以写成严格的涵盖形式x ≺ y。定义在Rm

+上的一个实函数ψ，如果对每一

对x ¹ y都满足ψ(x) ≤ ψ(y)，那么此函数被称为是Schur凸的。Schur凸函数ψ(x)具备很多优良
性质，首先它关于x的分量对称，几个Schur凸函数相加或者相乘仍然是Schur凸的。一类特殊
的Schur凸函数值得一提，叫做可分离凸函数，其一般形式为ψ(x) =

∑m
r=1 h(xr)，其中h(x)的

二阶导数h′′(x) ≥ 0。可分离凸函数相当普遍，譬如
∑m

r=1 xp
r 和

∑m
r=1 xrlogxr 都是很显著的例

子。

记X(n, qs)为n次和s因子的试验，每个因子含有q水平。一个平衡设计的每个因子的q水平
出现的次数相等，即我们常叫的U类型设计，记所有的平衡设计集合为U(n, qs)。经典的正
交表OA(n, s, q, t)，当正交强度t ≥ 2时，隶属于U(n, qs)的子集。考虑t = 2，Rao不等式要
求s(q − 1) ≤ n − 1；当s(q − 1) = n − 1，该设计饱和；反之则达不到两两因子之间的正交
性，这样的设计叫做超饱和设计。长期以来，优良的正交设计和均匀设计选自于平衡设计

集U(n, qs)，即便以E(s2), Ave(χ2) 和Ave(f2)筛选出来的超饱和设计也不例外。我们在本文提
出的优化框架也是以平衡设计为研究对象。更且，记D(n, qs)为平衡设计筛选空间，它可以
是U(n, qs)本身，也可以是U(n, qs)的某个子集。

Hamming距离在因子设计的研究中举足轻重。设计里任何两个实验点xi,xj之间的Hamming距
离β(xi,xj) 定义为两者之间不同分量的个数。对每一个设计X(n, qs)，我们定义它的全息距离
向量为

β(X) = (β1, β2, . . . , βn(n−1)/2)′.

为了简便起见，记m = n(n− 1)/2为该向量的长度。注意β(xi,xk) (1 ≤ i < k ≤ n)唯一对应于
全息距离向量中的βn(i−1)+k−i(i+1)/2元素。任何两个同构的设计（即其中一个通过适当的行变

换、列变换及水平置换变成另一个）的必要条件是它们的全息距离向量的次序统计量相等。更

且，我们有下面一个重要的引理。

Lemma 1 平衡设计集U(n, qs)的任何设计的全息距离向量的和是唯一确定的，等于 q−1
2q sn2。

这个引理让我们可以顺利应用Majorization理论，我们记全息距离向量的均值为β̄ =
ns(q−1)
q(n−1) ，并且记平均全息距离向量(β̄, β̄, . . . , β̄)为β. 参照决策论，新的优化框架定义如下。

Definition 1 给定任意的平衡设计空间，如果其中的两个设计X1,X2存在关系β(X2) ≺
β(X1)，则X1被称为不容许的，反之则为可容许估计。如果存在X∗,

β(X∗) ¹ β(X), 对任何 X ∈ D(n, qs),
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Table 1: 转置的U27(3
8)均匀设计，选自http://www.math.hkbu.edu.hk/UniformDesign/

U(27, 38) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

1 2 3 1 3 1 1 1 2 3 2 1 3 3 2 1 3 1 3 1 2 2 2 3 2 2 1 3

2 2 3 1 1 1 3 3 3 2 1 3 2 3 1 2 1 2 2 2 2 3 3 3 2 1 1 1

3 3 3 2 2 2 2 1 2 1 1 3 2 1 1 1 3 3 2 1 2 3 2 1 3 1 3 3

4 2 2 3 1 2 3 2 1 3 2 1 3 3 3 1 2 1 2 2 1 3 2 1 3 1 3 1

5 2 3 2 2 3 3 1 1 3 1 3 1 2 3 3 3 1 1 2 3 2 2 2 1 1 1 2

6 1 1 1 2 1 3 2 1 2 3 2 2 1 2 1 3 3 3 3 3 3 2 3 1 1 2 2

7 2 3 3 3 1 2 3 1 1 1 1 1 2 3 2 2 3 2 1 3 1 2 3 3 2 2 1

8 3 1 3 1 2 2 3 1 2 3 3 3 3 1 1 3 2 1 1 3 1 2 2 2 2 1 2

则X∗是D(n, qs)中的Majorum设计。对预先给定的Schur凸核函数ψ(·)，定义函数值ψ(β(X)) 为
设计X(n, qs)的Schur效率。如果一个设计的Schur效率在D(n, qs)上达到最小，我们称它为关
于Schur凸核函数ψ(·)的Schur最优设计。

在这个定义里，我们引入了四个新名词：容许估计，Majorum设计，Schur效率和Schur最
优设计。我们可以将它们细分为两个层次：1）严苛的Majorization检验；2）灵活的Schur凸比
较。在第一层次，按照(1)用Majorization序来比较D(n, qs)中设计的全息距离向量，首先排除
不容许设计。如果找到Majorum设计，则立即被选用；而更多情况下我们只能找到很多的容许
设计，进入第二层次作凸比较。由于对任意的Schur凸核函数，每个设计的Schur效率是一个数
值，所以任何不同的容许设计都可以清楚地比较大小。Schur凸核函数的选择很自由，下面我
们会给一个例子来具体说明。

Example 1 考虑27个实验点，8个三水平因子的实验设计，选自Fang, Ma and Winder
(2002)的均匀设计表U27(38)，重列于Table 1。假如我们有下列先验知识：8个因子里的4个
比较显著，另外4个则相对无关。实验者欲在U(27, 38)的4因子子设计集里找出理想的设计方
案。

总共有
(
8
4

)
= 70个平衡的子设计，构成本例的设计空间D(27, 34)。为了演示目的，我们从中

选出四个子设计：Xa = {1, 3, 7, 8}, Xb = {2, 3, 7, 8}, Xc = {1, 2, 4, 6} and Xd = {1, 4, 5, 6}。

• 第一层次：Majorization检检检验验验
每个子设计的全息距离向量长度为

(
27
2

)
= 351、和为972, 将它按升序排列，计算它的累积

和向量，并且用Majorization的方法加以比较。结果是

β(Xa) ≺ β(Xc) ≺ β(Xd), β(Xb) ≺ β(Xc) ≺ β(Xd).

因此，Xc和Xd都是不容许设计，尽管Xc显著超过Xd。比较D(27, 34)内的候选设计
后，Xa和Xb 都是可容许设计。

• 第一层次：Schur凸凸凸比比比较较较
我们举三个Schur凸核函数为例，分别为Lp赋范函数（p ≥ 1），标准方差以及负
熵函数。它们的表达式，以及对应于设计Xa,Xb,Xc,Xd的Schur效率的数值结果列
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Table 2: Schur凸比较的数值结果。注：Lp赋范函数中p = 1.5。最后一列的ψ(β)值为Schur效率的下

界。

Schur-convex kernel ψ(β) Xa Xb Xc Xd ψ(β)

Lp-norm function
(

m∑
r=1

β
p

r

)1/p

140.69 140.77 140.91 140.94 137.79

Standard deviation

√
1
n

m∑
r=1

(
βr − β̄

)2

0.7994 0.7994 0.8205 0.8240 0

Negative entropy
m∑

r=1
βr log βr 1032.44 1035.26 1037.31 1037.83 990.05

在Table 2。我们发现，对这三种不同的Schur凸核函数，四个设计的Schur效率遵循一致
的排列结果：

ψ(β(Xa)) ≤ ψ(β(Xb)) < ψ(β(Xc)) < ψ(β(Xd)).

用经典的正交性和均匀性准则评估，Xa和Xb都是分辨力为3的正交设计，广义字长型为

Xa : (0, 0, 10/9, 8/9); Xb : (0, 0, 46/27, 20/27)

可卷型L2偏差为WL2(Xa) = 0.4242和WL2(Xb) = 0.4245。不仅如此，全部比较D(27, 34)候选
空间中的70个设计后，Xa不仅是此空间内具有广义最小低阶混杂的正交设计，同时也是拥有

最小可卷型L2偏差的均匀设计。

一般来说，不管预先给定什么Schur凸核函数，一个Majorum设计肯定也是Schur最优设
计，但反之不一定成立。此间的充要关系由下面的定理阐述。

Theorem 1 对U(n, qs)中的两个设计X1,X2, β(X1) ¹ β(X2) 当且仅当对任意的Schur凸核函
数ψ(·)都成立ψ(β(X1)) ≤ ψ(β(X2))。

根据Majorization不等式理论，我们还能很自然地推出Schur效率的下界。

Theorem 2 对任意预先给定的Schur凸核函数ψ(·)，平衡设计X(n, qs)的Schur效率具有下
界ψ(β)，其中β = (β̄, β̄, . . . , β̄)，β̄ = ns(q−1)

q(n−1) .

定理中的下界能被U(n, qs)中的等距设计X达到，X的每两个不同实验点的Hamming距离为
整数ns(q−1)

q(n−1) 。饱和的正交表OA(n, s, q, 2)便是一类典型的等距设计任意两行之间的Hamming距
离为λ = n/q。一些优良的超饱和设计也是等距设计，譬如Lin (1993)用半Hadamard方法
和Fang, et. al. (2003a)用可分解的平衡不饱和区组设计方法构建的超饱和设计都是等距设计。
至于上面的例子U(27, 34)，它们的下界可参见Table 2的最后一列。然而，由于β̄ = 972

351 并非整

数，因此达不到定理里面的绝对下界。
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3. 组组组合合合型型型Schur凸凸凸比比比较较较

本节我们讨论以可分离的组合核函数为基础的Schur凸比较，来考察因子设计的正交性。一个
重要的理论结果是建立了广义最小低阶混杂和组合型Schur凸比较的等价关联。由于广义最小
低阶混杂准则是最大分辨力、最小低阶混杂和针对二水平设计的最小G2混杂等诸准则的推广，

我们的组合型Schur凸比较也相应地将这些准则联系起来。
广义最小低阶混杂（简称GMA）准则由Ma and Fang (2001) 和Xu and Wu (2001) 提出，

基于因子间的效应等级原则，假定低阶效应（如主效应、二阶交互效应）比高阶交互效应重

要。所以我们常选用一些低阶的线性模型（如主效应模型、二阶合成模型)。然而一些特殊的
未知高阶交互效应有时候不可忽略，从而产生低阶效应估计的混淆。GMA准则意在从低维到
高维逐渐降低所有可能的混淆。考虑ANOVA模型，

y = α01n + X(1)α1 + . . . + X(s)αs + ε,

其中y代表n个观察值，1n是n个全是1的向量，α0是截距，αj是所有的j阶交互效应的参

数，X(j)矩阵则代表对应于αj的系数。ε是相互独立的系统误差向量。定义

Aj(X) =
1
n2

∥∥∥X(j)

∥∥∥
2

F
= tr

(
XH

(j)X(j)

)
, j = 1, . . . , s, (2)

其中‖·‖F代表Frobenius矩阵范数，详情可参见Xu and Wu (2001)。行向量(A1(X), . . . , As(X))被
称为广义字长型（简称GWP）。这里我们引进Fang and Zhang (2003)的一种部分排序。
对x,y ∈ Rs

+, 如果x − y的首个非零分量是负数，我们记为x ` y；如果x ` y or x = y，
我们记为x |= y。于是，(A1(X1), . . . , As(X1)) ` (A1(X2), . . . , As(X2)) 代表X1的混杂长度

比X2小。GMA设计X∗(n, qs)与不同构的其他设计X(n, qs)比较时都有(A1(X∗), . . . , As(X∗)) |=
(A1(X), . . . , As(X))。Ma and Fang (2001) 和Xu and Wu (2001) 还参考了MacWilliams等
式(MacWilliams and Sloane, 1977) 进而给出了设计理论和编码理论的联系，

Aj(X) =
1
n

s∑

l=0

El(X)Pj(l; s, q), j = 1, . . . , s, (3)

其中Pj(x; s, q) =
∑j

w=0(−1)w(q−1)j−w
(

l
w

)(
s−l
j−w

)
是Krawtchouk多项式，(E0(X), E1(X), . . . , Es(X))

是X(n, qs)距离分布，它的每个分量为

El(X) =
1
n

#
{

(xi,xk) : β(xi,xk) = l, i, k = 1, . . . , n
}

, l = 0, 1, . . . , s.

下面我们讨论如何建立GMA准则和组合型Schur凸比较的关联。预先定义s个可分离的组合

核函数如下，

ψj(β(X)) =
2
qj

m∑
r=1

(
s− βr

j

)
+

(
s

j

)(
n

qj
− n2

q2j

)
, j = 1, . . . , s. (4)

注意其中的分量函数

(
s− x

j

)
=

{
0 if s− j < x ≤ s
1
j! (s− x) · · · (s− x− j + 1) if 0 ≤ x ≤ s− j
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是凸函数。定义Dj(X) =
√

ψj(β(X))，并称由此组成的向量(D1(X), . . . , Ds(X))为设计X(n, qs)的
偏异型(deviation pattern)。

Theorem 3 偏异型检测设计X(n, qs)偏离j阶（j = 1, . . . , s）正交性的程度：

Dj(X) =

√
1
qj

∑
u

∑
d

(
N

(l1,...,lj)
τ1,...,τj − n

qj

)2

, (5)

其中的求和符号
∑

u 与
∑

d 分别代表
∑

1≤l1<···<lj≤s

与
∑

1≤α1,...,αj≤q

；N
(l1,...,lj)
τ1,...,τj 指代第{l1, . . . , lj}因

子们取分别取{τ1, . . . , τj}水平的实验点数目.

这个定理说明，偏异型中的每个分量都是非负的，并且Dj(X) = 0 （j ≤ t）当且仅当设

计X(n, qs) 是强度为t的正交表。由于Dj(X) =
√

ψj(β(X))是关于β(X)的Schur凸函数，我们
可以根据定理1和2得到下面的推论。

Corollary 1 对U(n, qs)中的设计X1,X2, β(X1) ¹ β(X2)意味着偏异型中的每个分量Dj(X1) ≤
Dj(X2)对j = 1, . . . , s同时成立。并且，每个分量的下界是

D∗
j =

√
n(n− 1)q−j

(
s− β̄

j

)
+ nq−j(1− nq−j)

(
s

j

)
.

通过一些组合上的处理技巧，我们可以推导出下面的定理。

Theorem 4 对任意设计X(n, qs)，它的偏异型和广义字长型关联如下

D2
j (X) =

n2

q2j

j∑

k=1

(
s− k

j − k

)
Ak(X), for j = 1, . . . , s. (6)

和GMA准则类似，我们也可假设因子间的效应等级原则，用部分序‘|=’比较不同设计的
偏异型。通过定理4可知，偏异型和广义字长型通过一个全是整数的下三角矩阵以线性方
式关联；并且，设计X1的混杂程度从k阶比X2小，当且仅当对j < k有Dj(X1) = Dj(X2) 并
且Dk(X1) < Dk(X2)。这样的等价关系可以重申为：

在因子间的效应等级原则下，一个设计拥有广义最小低阶混杂当且仅当它在组

合型Schur凸比较下是Schur最优。

同样，我们可以推导广义字长型的下界从而得到关于广义最小低阶混杂的基准（benchmark）。

Theorem 5 对U(n, qs)中的设计X1,X2，β(X1) ¹ β(X2)意味着

(A1(X1), . . . , As(X1)) |= (A1(X2), . . . , As(X2)).

该广义字长型的下界为

(A∗1, . . . , A
∗
s) |= (A1(X), . . . , As(X)),

其中每个分量（j = 1, . . . , s）为A∗j =
(
1− 1

n

)∑j
w=0(−1)w(q − 1)j−w

(
β̄
w

)(
s−β̄
j−w

)
+ (q−1)j

n

(
s
j

)
。这

样的(A∗1, . . . , A
∗
s) 可以看成是广义最小低阶混杂的一个基准（benchmark）。
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4. 指指指数数数型型型Schur凸凸凸比比比较较较

均匀设计自从Fang and Wang 一九七八年提出以来，已被应用于很多领域并产生经济效益，具
体可参见Fang (1980), Wang and Fang (1981) 和Fang and Wang (1994)。最近，均匀设计更被
应用于电脑仿真试验，譬如用于福特汽车公司的引擎设计。下面我们用本文新提出的优化框架

来分析设计的均匀性，尤其是近几年才发展成熟的一些偏差测度。

Fang and Wang (1994) 建议采用星偏差来测量试验点之间的均匀性。记F (x)为实验空
间X上的均匀分布，记Fn(x)为设计X(n, qs)的经验分布函数。伪蒙特卡洛方法中的偏差是某
一种范数||Fn(x) − F (x)||（参见Hickernell, 1998）。星偏差、中心化L2偏差以及可卷型L2偏

差定义在单位立方体上，而离散偏差(Hickernell and Liu, 2002; Fang, Lin and Liu, 2003b)定
义在格子点集X = {1, . . . , q}s上。此节我们着重讨论离散偏差，下面用再生核希尔伯特

空间 (Hickernell, 1998)的定义方法简单回顾一下。再生核K(x,w)是X × X上的实函数，关
于(x,w)参数对乘且非正定（参见　Wahba (1990)）。我们选择下列的核函数，对a > 0
和0 < ρ < 1，

Kd(x,w) =
s∏

j=1

Kd(xj , wj) with Kd(xj , wj) =

{
a if xj = wj

ρa otherwise
.

离散L2偏差可以表达为

DL2(X) =
{∫

X 2
Kd(x,w)d[F (x)− Fn(x)]d[F (w)− Fn(w)]

} 1
2

.

通过简单的计算，我们有

(DL2(X))2 = −µs +
1
n2

n∑

i,k=1

s∏

j=1

Kd(xij , xkj), (7)

其中µ =
∑q

α=1 Kd(1, α)/q = a[1 + (q− 1)ρ]/q. 由此可见，离散偏差DL2(X)可以表达成全息距
离向量的函数。

Theorem 6 对U类型设计X(n, qs)，定义指数型Schur效率为下列的可分离的指数函数

ξρ(β(X)) =
m∑

r=1

ρβr , 0 < ρ < 1. (8)

则离散偏差的平方可以表达成

(DL2(X))2 = −µs +
as

n
+

2as

n2
ξρ(β(X)),

并且它的下界为

(DL2(X))2 ≥
(

1 + (n− 1)ρβ̄

n
−

[
1 + (q − 1)ρ

q

]s
)

as.
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中心化L2偏差以及可卷型L2偏差的解析表达式如下:

CL2(X) =





(13
12

)s

− 2
n

n∑

i=1

s∏

j=1

[
1 +

1
2
|x̃ij − 1

2
| − 1

2
|x̃ij − 1

2
|2

]

+
1
n2

n∑

i,k=1

s∏

j=1

[
1 +

1
2
|x̃ij − 1

2
|+ 1

2
|x̃kj − 1

2
| − 1

2
|x̃ij − x̃kj |

]



1
2

WL2(X) =



−

(4
3

)s

+
1
n2

n∑

i,k=1

s∏

j=1

[
3
2
− |x̃kj − x̃kj |

(
1− |x̃kj − x̃kj |

)]



1
2

其中X = (xkj)，伪水平数x̃ij = 2xij−1
2q 。对低水平设计，这两种偏差具有与离散偏差类似的性

质：再生核的函数值可被Hamming距离确定。选择(8)中特殊的指数基ρ，我们可以将低水平设

计的中心化和可卷型L2偏差囊括到Majorization的优化框架。

Theorem 7 对二水平U类型设计X(n, 2s)，

(CL2(X))2 =
1
n2

(
5
4

)s [
2ξ 4

5
(β(X)) + n

]
+

(
13
12

)s

− 2
(

35
32

)s

≥ n− 1
n

(
5
4

)s−β̄

+
1
n

(
5
4

)s

+
(

13
12

)s

− 2
(

35
32

)s

,

(WL2(X))2 =
1
n2

(
3
2

)s [
2ξ 5

6
(β(X)) + n

]
−

(
4
3

)s

≥ n− 1
n

(
3
2

)s (
5
6

)β̄

+
1
n

(
3
2

)s

−
(

4
3

)s

.

对三水平U类型设计X(n, 3s)，

(WL2(X))2 =
1
n2

(
3
2

)s [
2ξ 23

27
(β(X)) + n

]
−

(
4
3

)s

≥ n− 1
n

(
3
2

)s (
23
27

)β̄

+
1
n

(
3
2

)s

−
(

4
3

)s

.

上述定理中关于CL2,WL2 and DL2给出的下界和文献Fang and Mukerjee (2000)以及Fang,
Lin and Liu (2003)中的结果是一致的；这些下界能被等距设计达到。

5. 超超超饱饱饱和和和设设设计计计的的的一一一些些些测测测度度度

最近几年超饱和设计（Booth and Cox, 1962; Lin, 1993）受到了越来越多的关注，很多测度
也应运而生。本节我们主要考虑三种准则：E(s2)、Ave(χ2) 和Ave(f2), 它们广泛地被分别用
来检测二水平、三水平以及多水平的超饱和设计。我们的研究表明，单一的二次多项式型

的Schur凸核函数就可以充分表达这三种准则，并使之统一。
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超饱和设计X(n, qs)的参数满足n ≤ s(q − 1)。记s列为x(1), . . . ,x(s)。当q = 2，Booth and
Cox (1962) 介绍了E(s2)准则：

E(s2) =
1(
s
2

)
∑

1≤j<l≤s

x̂T
(j)x̂(l),

其中的x̂(j)将x(j)的水平转换为(−1, 1)，x̂T
(j)x̂(l)代列与列的内积。当q = 3, Yamada and Lin

(1999) 定义了

Ave(χ2) =
1(
s
2

)
∑

1≤j<l≤s

χ2(x(j),x(l)),

其中的

χ2(x(j),x(l)) =
9
n

3∑
τ1,τ2=1

(N (j,l)
τ1,τ2

− n/9)2.

至于多水平超饱和设计，Fang, Lin and Ma (2000) 将上述的准则推广为

Ave(f2) =
1(
s
2

)
∑

1≤j<l≤s

f jl
NOD

,

其中

f jl
NOD

=
q∑

τ1,τ2=1

(N (j,l)
τ1,τ2

− n/q2)2.

请注意x̂T
(j)x̂(l) = 4

∑2
τ1,τ2=1(N

(j,l)
τ1,τ2 − n/4)2. 于是，我们发现这些准则都跟第三节定义的偏异

型的第二个分量D2非常类似。根据定理3，我们不难得到下列关系式：

E(s2) =
32D2

2

s(s− 1)
, Ave(χ2) =

162D2
2

ns(s− 1)
, Ave(f2) =

2q2D2
2

s(s− 1)
.

因此我们可以套用偏异型的思路来研究超饱和设计的这些准则。在j = 2时，相应的核函数可
以写成二次多项式型的形式：

ψ2(β(X)) =
m∑

r=1

β2
r − (2s− 1)βr + s(s− 1). (9)

顺其自然我们可以得到下面的定理。

Theorem 8 超饱和设计X(n, qs)的准则E(s2)!Ave(χ2)和Ave(f2)，采用二次多项式型的Schur凸
核函数(9)，我们有

at q = 2: E(s2) =
16

s(s− 1)
ψ2(β(X)) + 4n− n2 ≥ n2(s− n + 1)

(s− 1)(n− 1)

at q = 3: Ave(χ2) =
36

ns(s− 1)
ψ2(β(X)) + 9− n ≥ 2n(2s− n + 1)

(s− 1)(n− 1)

generally: Ave(f2) =
4

s(s− 1)
ψ2(β(X)) + n− n2

q2
≥ n2(q − 1)[(q − 1)s− n− 1]

q2(s− 1)(n− 1)
.

这里得到的下界跟经典的理论结果也是一致的，参见Nguyen (1996), Yamada and Lin
(1999)和Fang, Lin and Ma (2000)。很多用来安排试验的超饱和设计都能达到这些下界。
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6. 结结结束束束语语语

用Majorization方法来比较全息距离向量其实是很简单的一个概念。从几何上看，这是驱使实
验点间的相互距离尽可能地分布。我们并且可以很灵活地选择单值的代理准则，包括检测设计

的正交性和均匀性。我们打算按照这种思路作更深层次的理论研究，譬如研究定量的多水平均

匀设计的偏差性质；同时期待此类优化框架下最优设计的构造，并使之应用于实际问题。本文

中一些重要定理的证明摆在附录里。

附附附录录录
Proof of Lemma 1: Each factor in a U-type design X(n, qs) has q different levels all appearing
n/q times, so we have

∑n
k=1 δ(Xiw, Xkw) = n− n/q and

n∑

i=1

n∑

k=1

β(xi,xk) =
s∑

w=0

n∑

i=1

(
n∑

k=1

δ(Xiw, Xkw)

)
= sn

(
n− n

q

)
.

Note that β(xi,xi) = 0. Then for the PDV that collects β(xi,xj) for i < j, its elements sum
up to 1

2

∑n
i=1

∑n
j=1 β(xi,xj), i.e. q−1

2q sn2.

Proof of Theorem 3: Define the indicator variable

δ
(l1,...,lj)
ik =





1 if the column group {l1, . . . , lj} takes the same
level combination on runs xi,xk

0 otherwise

and it can be verified that
∑

u
δ
(l1,...,lj)
ik =

(
s− β(xi,xj)

j

)
;

n∑

i=1

n∑

k=1

δ
(l1,...,lj)
ik =

∑
d

[
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj

]2

.

Note that
∑

u 1 =
(
s
j

)
,
∑

d 1 = qj and
∑

u

∑
d N

(l1,...,lj)
τ1,...,τj = n

(
s
j

)
. Then we have

D2
j (X) =

2
qj

n(n−1)/2∑
r=1

(
s− βr

j

)
+

n

qj

(
s

j

)
− n2

q2j

(
s

j

)

=
1
qj

n∑

i=1

n∑

k=1

(
s− β(xi,xj)

j

)
− n2

q2j

(
s

j

)

=
1
qj

n∑

i=1

n∑

k=1

∑
u

δ
(l1,...,lj)
ik − n2

q2j

(
s

j

)

=
1
qj

∑
u

∑
d

[
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj

]2

− n2

q2j

(
s

j

)
.

By the method of variance decomposition

∑
u

∑
d

(
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj
− n

qj

)2

=
∑

u

∑
d

([
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj

]2

− 2n

qj
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj
+

n2

q2j

)

=
∑

u

∑
d

[
N (l1,...,lj)

τ1,...,τj

]2

− n2

qj

(
s

j

)
,
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equation (5) follows and the theorem is proved.

Proof of Theorem 4: Denote as Xv the j-factor sub-design corresponding to the subset
v = {l1, . . . , lj} of {1, . . . , s}. For Xv(n, qj),

D2
j (Xv) =

2
qj

m∑
r=1

(
j − βr

j

)
+

(
j

j

)(
n

qj
− n2

q2j

)

=
n

qj
(E0(Xv)− 1) +

n

qj
− n2

q2j

=
n2

q2j

j∑

k=1

Ak(Xv),

where E0(Xv) is defined right below (3) and it can be expressed through the summation of
Ai(Xv)’s

n

[
1 +

∑j

k=1
Ak(Xv)

]
= qsE0(Xv), (10)

which will be verified at the end of this proof.
From Theorem 3, we can derive that Dj(X) can be expressed through the root mean square

of Dj(Xv) for all the j-factor sub-designs, i.e.,

Dj(X) =
√ ∑

|v|=j

D2
j (Xv).

With reference to the definition of GWP (2) through contrasts and further to Xu and Wu (2001),

let us write Ak(Xv) = 1
n2

∑
wt(u)=k

∣∣∣χu(Xv)
∣∣∣
2

where {χu,u ∈ gfj(q)} are given orthonormal

contrasts and wt(u) is the number of non-zero elements of u. Then, we can show the deviation
pattern more explicitly through contrasts.

D2
j (X) =

n2

q2j

∑

|v|=j

j∑

k=1

Ak(Xv) =
1

q2j

∑

|v|=j

j∑

k=1

∑

wt(u)=k

∣∣∣χu(Xv)
∣∣∣
2

Please note an important fact that each contrast χu(Xv) of the sub-design Xv is also a
contrast of X(n, qs). It corresponds to such χw(X) (w ∈ gfs(q)) that w coincides with u at
the positions of v = {1, . . . , s} and has null elements elsewhere. For each subset v of {1 . . . , s},
let us denote by Ωv the set of such specific w’s. Then, we have

D2
j (X) =

1
q2j

j∑

k=1

∑

|v|=j

∑

w∈Ωv

∣∣∣χw(X)
∣∣∣
2

=
1

q2j

j∑

k=1

(
s− j

j − k

) ∑

wt(w)=k

∣∣∣χw(X)
∣∣∣
2

By writing 1
n2

∑
wt(w)=k

∣∣∣χw(X)
∣∣∣
2

back to Ak(X), equation (6) is proved.
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Let us now verify (10) for X(n, qs) through Krawtchouk polynomials. For an integer l (0 ≤
l ≤ s) and any real number y, Krawtchouk polynomials Pj(l; s, q) have the following property

s∑

j=0

Pj(l; s, q)yj = [1 + (q − 1)y]s−l(1− y)l.

By setting y = 1, we have

s∑

j=0

Pj(0; s, q) = qs;
s∑

j=0

Pj(l; s, q) = 0, for l = 1, . . . , s.

By P0(l; s, q) = 1 and MacWilliams expression (3) for A1 to As:

n
[
1 +

∑s

j=1
Aj(X)

]
= n +

s∑

j=1

s∑

l=0

El(X)Pj(l; s, q)

= n +
s∑

l=0

El(X)




s∑

j=0

Pj(l; s, q)− 1




= n + qsE0(X)−
s∑

l=0

El(X)

= qsE0(X).

Proof of Theorem 6: As the Schur-convex kernel chosen separable exponential (8), the squared
discrete L2-discrepancy (7) can be expressed by

[DL2(X)]2 = −µs +
1
n2

n∑

i=1

n∑

k=1

(ρa)β(xi,xk)as−β(xi,xk)

= −µs +
as

n2

n∑

i=1

n∑

k=1

ρβ(xi,xk)

= −µs +
as

n
+

2as

n2
ξρ(β(X)).

Its lower bound can be obtained from Theorem 2.

Proof of Theorem 7: For two-level designs, X̃ij ∈ {0.25, 0.75}, and

(CL2(X))2 =
(13

12

)s

− 2
n

n∑

i=1

s∏

j=1

[
1 +

1
8
− 1

32

]
+

1
n2

n∑

i,k=1

s∏

j=1

[
5
4
− 1

2
|X̃ij − X̃kj |

]

=
(13

12

)s

− 2
(

35
32

)s

+
1
n2

n∑

i=1

n∑

k=1

(
5
4

)s−β(xi,xk)

=
1
n2

(
5
4

)s n∑

i=1

n∑

k=1

(
4
5

)β(xi,xk)

+
(13

12

)s

− 2
(

35
32

)s
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=
2
n2

(
5
4

)s

ξ 4
5
(β(X)) +

1
n

(
5
4

)s

+
(13

12

)s

− 2
(

35
32

)s

;

(WL2(X))2 = −
(4

3

)s

+
1
n2

n∑

i=1

n∑

k=1

(
3
2

)s−β(xi,xk) (
5
4

)β(xi,xk)

=
1
n2

(
3
2

)s n∑

i=1

n∑

k=1

(
5
6

)β(xi,xk)

−
(4

3

)s

=
2
n2

(
3
2

)s

ξ 5
6
(β(X)) +

1
n

(
3
2

)s

−
(4

3

)s

.

For three-level designs, X̃ij ∈ {1/6, 3/6, 5/6} and |X̃kj − X̃kj |
(
1− |X̃kj − X̃kj |

)
takes only

two possible values of 0 and 2/9. The exponential base can be calculated through

ρ =
3
2 − 2

9
3
2

=
23
27

.

Thus, proof for q = 3 is similar to WL2(X) at q = 2. The lower bounds for either CL2- and
WL2-discrepancies can be readily derived by Theorem 2.
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