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摘  要  如何选择最优部分因子设计，及其用什么准则来判断其“优良性”是部

分因子设计中一个非常重要的问题。近年来一些新的准则，如 、WV 、

广义最小混杂准则（Generalized minimum aberration,简记为 GMA）等，被用来

比较部分因子设计。本文通过研究这些准则之间的联系，发现它们在等水平因子

设计中具有等价性。另外，我们还发现这些准则与均匀性准则也有很好的一致性。 
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1 引言 

 

在试验设计领域，部分因子设计因大大的节省了人力物力而被广泛的使用。

为了选择“最优”部分因子设计，在效应排序原则和效应稀疏原则下，针对正规

部分因子设计我们可以采用分辨力准则（Box,Hunter and hunter,1978），最小

混杂准则（Fries and Hunter,1980;Franklin 

,1984）；对于非正规部分因子设计我们可以用最小 G2-混杂准则（Tang and 

Deng,1999），最小广义混杂准则（Ma and Fang,2001）及广义最小混杂准则（Xu 

and wu,2001）。最近，Ai and Zhang（2003）又提出了WV ,它可以比较一

般的部分因子设计。 
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    值得注意的是，以上几种准则都不仅考虑了设计的投影性质，而且还考虑到

了设计的正交性。本文我们考虑 n次试验的 等水平设计,即这个设计有 n次试验，

s个因子且每个因子有 q个水平，这里 n次试验可以是相同的。q水平记为
。若一个设计 中的任一因子的诸水平出现相同的次数，任两

个因子的水平组合也出现相同的次数，则称 d为正交设计。正交设计为正交正列的
特殊情形。若 d为一个 n次试验 s个 q水平因子强度为 m的正交正列，则它的任

意 m个因子的所有水平组合都出现n 次。不难看出正交正列中存在如下的重要
投影性质：当投影到任意 m个因子上，此投影设计是 完全因子设计的 次重

复。最近，Fang，Lu and Winker（2002）提出用 来度量因子设计的水平

组合的平衡性，它也可被看作是正交正列强度准则的推广。 
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均匀试验设计（Wang and Fang，1980；Fang and Wang，1994；Fang et al.,2000）

已被广泛的应用到许多领域。与均匀试验设计有关的均匀性准则近年来也受到广

泛的关注。均匀性准则追求最小的偏差，并且适用于正规和非正规因子设计。设

计的均匀性是一种几何概念，似乎与统计无关，但近年来，许多学者发现在部分
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因子设计和超饱和试验设计等的许多方面，均匀性准则都非常有用。例如，Fang and 

Mukerjee (2000), Fang et al.(2000), Ma and Fang.(2001), Fang et al.(2002), 

Hickernell and Liu (2002), Liu and Hickernell (2002), Ma et al.(2003) and 

Qin and Fang(2003)。 

本文给出了 GMA、WV、NB和均匀性四种准则之间的联系，我们的结果显示，在

等水平部分因子设计中，GMA、WV和 NB三种准则是相互等价的，且均匀性准则与

以上三种准则也是几乎等价的。在第二节中我们将回顾以上四种准则。第三节给

出了 GMA、WV和 NB三种准则之间的等价关系。第四节给出了在离散偏差下的均匀

性准则和 WV/NB准则之间的解析联系，并且得出了它们强相关的结论。 

设 wt(u)是向量 u = (u1,⋯,us)的重量，也就是 u中的非零元素的个数，wt(u - 

v) 是 u和 v两个向量的 Hamming距离，G 为模为q的整数环，| |

为集合 的基数， 为向量 u和 v的 Kronecker记号，也即当 时 =1，否

则 。一个 n次试验和 s个 q水平因子的等水平设计是 中 n

个行向量的集合或 n×s矩阵，其中每行代表一次试验，每列代表一个因子。 

}1,10{ −…= qq ㄛㄛ φ
φ
=

vu ,δ v

q ×

u =

G=
vu ,δ
G×…0,vuδ qG

 

2 GMA、WV、NB和均匀性准则 

 

假设{ 是第 i个因子的正交对照系数。即对任意u ，有 },)(
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对于部分因子设计d ，Xu and Wu(2001)定义如下两个量 ),( sqnD∈
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称向量 ( 为d的广义字长型。对于任意两个 d 和d ，若

，1 ，且 ，则称d 有比 d 小的混杂。如果
在 中不存在比d 更小混杂的设计，则称d 有广义最小混杂（Generalized 
minimum aberration,简记为 GMA） 
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假设 是集合{ 的任一非空子集且

。 
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Ai and Zhang（2003）定义了如下的量： 
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向量 ( 给出了设计d投影到 1到 s维子设计上的投影性质。从效

应排序原则的观点看。我们应尽量寻找使向量 ( 序贯地小的设

计。Ai and Zhang(2003)称此为WV ，它是在两水平因子设计中的V
（Tang(2001)）的推广。 
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下面我们回顾 ，这一准则是由 Fang，Lu and Winker（2002）针对等

水平设计提出的。对设计d的任意m列 ( 定义 
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种水平组合。从定义可以看出，当 时，则由 形

成的子设计是一强度为 m的正交正列，因此 度量了 与强度

为 m的正交正列的接近程度。进一步定义 
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其中1 .称向量 ( 为平衡型(Balance Pattern)。显然，

若当1 时有 ，则 是强度为 m的正交正列;反之，也成立。B 度
量了设计d与强度为 m的正交正列接近的程度。为了确保所用的设计尽量接近高强

度正交正列，则我们所选的设计d的平衡型应该是所有设计中平衡型序贯最小的。
这就是所谓的 。 
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本文用离散偏差来度量均匀性。关于离散偏差的详细内容请看 Qin and Fang 

(2003)。给定 ,它的离散偏差值，记为 ，可以由以下公式计算

得到。 
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其中 a，b是常数且a ，0>> b ijψ 为设计 d第 i行和 行之间的 hamming-距离。均

匀性准则也即是寻找具有最小离散偏差值的设计。 

j
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3 GMA、WV、NB准则的相互等价性 

    

以上准则中 GMA已作为比较、筛选部分因子设计的有效而系统的方法。Xu and 

Wu(2001)通过研究处理对照(treatment contrasts)和方差分析模型，说明 GMA准

则与处理对照的选择是无关的，因此，也与模型无关。最小混杂准则和最小 G2-准

则都是 GMA在特殊情况下的特殊例子，对于等水平因子设计它也与最小广义混杂

等价。因此，GMA具有很好的统计合理性。 

Ai and Zhang(2003)得出了{ 和{ 之间有如下等价关系 )}(dWVm )}(dAm
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其中1 。从等式（6）我们不难得出 GMA准则与 WV准则是等价的。 sm ≤≤
我们知道，设计 是强度为 m的正交正列等价于 根据（6）

设计d是强度为 m的正交正列等价于WV 。因此，WV 与

一样也度量设计d与强度为 m的正交正列的接近程度。所以我们可以推测它们之间

也有等价性。下面的证明可以看出，等价性确实存在。 
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由（3），（4），（7）式我们可以得到 

    ( s
m

sll

mll
m

m m

m

m
qnndB //)()(

1 1

1

1
1

2

,,

2∑ ∑
≤<…<≤ …

…
… 








−=

αα
αα )

)(dWVq m
m=           （8） 

因此WV 与 之间只差一常数，这说明WV 和 是等价的。归

纳上述讨论我们得到： 
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定理 1  在等水平部分因子设计中， 、WV 和广义最小混杂准则

（GMA）是等价的。 
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由于广义字长型的定义和计算都非常复杂，且涉及较强的的数学工具，如复

数正交对照系数和编码理论，这对于那些没有很深数学背景的实际工作者来说是

较困难的。WV 也存在相同的问题，而 中的 则相对来说较容

易理解，计算上也简单了许多。所以我们建议，在实际应用中应尽量用 作

为选择最优部分设计的准则。 

袧寀− 袧寀−NB )(dBm

袧寀−NB

 

4 均匀性准则与 WV/NB准则之间的近似等价性 

   

Qin and Fang(2003)得到了 与{ 之间的如下关系：),;( badD )}(dAj
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下面的定理给出了均匀性准则与 WV/NB准则之间的紧密联系。  

 

定理 2 设 。则 d ∈

                （10） 

                         （11）         

  

注意等式（9），由于  ， ( 非负，则式中 的系数随

着 j 的增长而呈指数减少， 而对于具有较小混杂的等水平部分因子设计，在较

小的 j 上有较小的 值，因此一般来说也就有较小的 值。换句话说，

均匀性准则和 GMA几乎是一致的。又由定理 1和定理 2我们知道，均匀性准则与

、WV 几乎是一致的。 

)( jAj
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另外，定理 2 中给出了均匀性和正交性之间的联系，这也为我们使用均匀设

计提供了理论上的支持。 
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