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摘  要  这篇文章介绍基因分析中的一些设计问题，主要涉及连锁分析

和关联分析中的抽样效率。在连锁分析中，谢和李(2003)通过利用优良

设计理论，获得了有效的抽样方法。在关联分析中，可用均匀设计方法

选出固定的置换来替代传统的随机置换，从而更有效地获得关联性置换

检验的 p-值估计。 
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1、引言 

 

我们首先介绍一下基因遗传的一些概念和原理，然后讨论连锁分析

和关联分析中的抽样效率。 

每一种动植物的细胞（cell）都会有该物种特有的一些染色体

（chromosomes）对。例如，人的每一个细胞通常有 23 对染色体，鼠 20

对，豌豆 7对，玉米 10对等。在高等动植物的染色体对中，有一对是性

染色体（sex chromosomes），例如，人和果蝇的性染色体是由 X 和 Y 组

成，雌性为 XX 型染色体，雄性为 XY 型染色体，染色体 Y 除了与雄性的

生殖力有关外，几乎没有什幺机能，因此常称为惰性染色体。这里只涉

及活性染色体的研究，今后出现的染色体均指常染色体。在常染色体的

研究中，男性和女性是平等的。 

一对染色体可想象为两条平行线。染色体上一个给定的位置，好比

两平行线上的一点或一段，叫做基因座（locus）。基因座上不同形式的

DNA遗传变量叫做等位基因（allele），常用字母 A, a, B, b或数字 1, 2, 

3等来表示。在分子遗传学中，基因（gene）这个术语既指基因座又指等

位基因。图 1 给出了这些概念的几何直观：两平行线代表一对染色体，

与两平行线垂直的直线标明了染色体上一个基因座，交点处的变量 X和 Y

取等位基因 A, a, B, b 等。基因座上这样一对等位基因 XY 叫做基因型

（genotype），等位基因的顺序并不影响基因型的类型，即当 X和 Y取不

同的等位基因时，也可认为 XY和 YX 为同一基因型。如果 X和 Y 取相同

的等位基因，则称此基因型是纯合的（homozygous）；如果取不同的等位

基因，则称此基因型是杂合的（heterozygous）。假定一个基因座上有 m

个等位基因，那幺，可能的纯合基因型为 m个，杂合基因型为 ( )m
2 个，总

基因型为
2

)1( −
+

mmm 个。基因型是生物机能的基本单位。 
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图 1.1  基因的几何解释 

 

现在讨论两个基因座之间的关系，多个基因座的情况在原理上与两基

因座的情况是一样的。如果两个基因座在同一对染色体上，且位置较近，

则两基因座上等位基因的传递是不独立的，这是由染色体的交换现象所

决定的，即在配子（精子或卵子）形成的过程中，两条染色体上的等位

基因可能发生交换。假定一个基因座有等位基因 A和 a，另一基因座有等

位基因 B 和 b，如果一个体在前一基因座上有基因型 Aa，在后一基因座

上有基因型 Bb，且 A和 B在同一染色体上，记该个体为 

 

 

 

 

 

当交换发生偶数次时，可能形成的配子是 A  B或 a  b，当交换发生奇数

次时，可能形成的配子则为 A  b或 a  B，如果用 记两基因之间发生奇

数次交换的概率，则以

θ

2
1 θ−
的概率形成配子 A  B或 a  b，以

2
θ
的概率

形成配子 A  b或 a  B， 是 0与 1/2之间的一个值，称为重组率。θ
2
1

=θ

说明两基因座在不同的染色体对上，称两基因座不连锁；
2
1

<θ 则表明两

基因座在同一对染色体上，称两基因座连锁； 越小，两基因座的位置越

近，事实上通过图谱函数可将 转换为两基因座之间的物理距离。 

θ
θ

基因连锁分析的任务是通过对基因数据的分析去寻找基因座的位置。

在寻找引起某种疾病的基因座（称为性状基因座）位置时，通常的方法

是先定一个与之有关的已知基因座（称为标记基因座）作参照物，收集

有关病人在标记基因座上的基因数据，通过这些数据来检验特征基因座

是否在标记基因座附近，即检验假设 

2
1:0 =θH （无连锁）

2
1:1 <↔ θH （连锁）。 

如果能证实引起疾病的基因座就在标记基因座附近，这有利于病理的研

究和疾病的治疗。 

与连锁有关的另一概念是两基因座等位基因的关联性，量 
)()()( BPAPABP −=δ  

称为关联参数，如果 ，则有， 0=δ

)()()( BPAPABP = ，  )()()( bPAPAbP =

)()()( BPaPaBP = ，  )()()( bPaPabP =
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即两位置等位基因的传递是相互独立的。于是，关联性检验就等价于联

列表的独立性检验。关联性与连锁性有如下关系 

0)1( δθδ n
n −= ， 

其中 是初始代的关联参数， 是第 n代的关联参数， 是两基因座之

间的重组率。当 时， ，但当 和 很小时， 趋于

零的速度很慢。上述关系是关联分析的理论基础。 

0δ nδ

→n

θ

∞→n 0δ 00 ≠δ θ nδ

这篇文章其余部分的安排如下：第二节通过建立检验设计的评判标准

--设计的风险，在判决理论的框架下，找到了容许的 Minimax 设计，并

证明了它在对称设计类还是最优的。第三节讨论了与关联性有关的联列

表的独立性置换检验，我们试图用均匀设计选出固定的置换来代替传统

的随机置换，从而更有效地获得检验的   p-值估计。 

 

2、基于 Haseman-Elston模型连锁分析的优良设计 

 

基因连锁分析中著名的 Haseman-Elston模型（Haseman和 Elston，

1972）尽管已建立了 30年，但它现在仍然是基因连锁分析中的一个重要

模型（Olson等，1999）。谢和李（2003）针对这一模型参数的估计问题，

给出了优良设计，下面介绍这方面的工作。 

 

2.1、模型 

Haseman-Elston 模型涉及到数量形状和同胞对方法。令 和 分别

为同胞对中两同胞的数量性状值，例如体重。假定数量性状值有以下结

构： 

1x 2x

222

111

evx
evx
++=
++=

α
α

                （1.1） 

这里 是总体均值，v 是基因的影响，e 是环境的影响。为了方便，我们

假定基因性状值 的性状基因座只有两个等位基因 B和 b，此时 的分布

可表为 

α i i

iv iv

基因型        BB      Bb       bb 

基因性状值     a       d        -a 

概率           p
2
       2pq      q

2 

 

这里 p和 q=1-p分别是等位基因 B和 b的概率（见 Olson等，1999），进

一步假定基因的影响和环境的影响是相互独立的，且 
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0)( =ieE ， ， i  ∞<)( 2
ieE 2,1=

    令 ，设 为标记基因座上同胞对共有同源等位基因

（IBD）的数目，它可能的取值为 0，1 和 2。对无显性的情形 ，

Haseman 和 Elston（1972） 建立了回归模型 

2
21 )( xxy −= mπ

)0( =d

mvvemyE πψσψσσπ )21(2)|( 222 −++=  

mugug πψψ ),(),( 10 +=                     

（1.3） 

这里 是 的方差， 是性状基因座上基因的方差，

是性状基因座和标记基因座之间的重组率 的函数，

， 和 

2
eσ

2θ +

,( 2
eσ

21 eee −=

2)θ−

) 22 =∈ +Rv

22 2 pqav =σ

),∞ ψ0 ,(ug

1(ψ =

=u σ

θ

0(),0( ×∞ ψσσ 22 2) ve +=

)21(),( 2
1 ψσψ −= vug

mπ

。模型（1.3）是不满足标准回归假设的，因为 y关

于 的条件方差 

ψψσσσσππψσ )4(22)|(),,( 222242 ayVaru vevemm +++==

2()21(2)4)(21( 242222
mvmvev a ππψσπσσψσ −−−++−+

    

  

(1.4) 

)m

是非齐性的。 

    标记基因座和性状基因座之间的重组率 属于[0，1/2]。如果两个基

因座在不同的染色体对上，或者虽然在同一对染色体上但相隔很远，那

幺其中一个基因座上基因的分离与另一个基因座上基因的分离相互独

立， =1/2，此时称两个基因座是无连锁的。如果两个基因座相邻近，就

会出现两个基因座上基因的共分离现象， <1/2，此时称两个基因座是连

锁的。两个基因座相隔越近，共分离现象发生的概率越大， 的值就越小。

两个基因座之间的重组率 完全刻画了它们之间的连锁性（Olson 等，

1999）。在基因连锁分析中，人们的主要兴趣是检验标记基因座是否与性

状基因座相连锁，即检验假设 =1/2和对立假设 。注意到在模

型（1.3）中参数

θ

θ
θ

θ

2

θ

θ /10 <≤θ

ψ 是 的严格下降函数，且θ ]1,
2
1[∈ψ ，于是关于 的假

设等价于关于

θ

ψ 的零假设 2= /1ψ 和对立假设1 。容易看出模型

（1.3）中的参数 

12 ≤<ψ/
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 ,∀ ,0)21(),( 2
1 ≤−= ψσψ vug 222 )',( +∈= Ru ve σσ ]1,

2
1[=Ψ∈ψ∀ ，  (1.5) 

且等号成立的充要条件是 2/1=ψ ，这一事实确保了关于ψ 的假设可转化

为下面关于模型(1.3)中参数 g1的零假设： 

H0：g1=0        (1.6) 

和对立假设 

H1：g1<0。       （1.7） 

 

上述假设的一个自然的检验统计量就是 g1的最小二乘估计 。很多作者,

比如说，Carey和 Williason(1991)、Eaves和 Meyer(1994)、 Risch和

Zhang(1995,1996)、Zhang 和 Risch(1996)、Zhao(1997)等,基于与模型

（1.3）不同的模型，研究了结构（1.1）的抽样方案。实验费用为什幺

是昂贵的原因能够在这些文章中找到，这里强调的是如何去优化检验

的效率问题。 

1ĝ

1ĝ

    试验设计的目的就是试验条件的有效选择，以优化所要进行的统计

推断，因此设计的优良性与试验的目标有关。在点估计中，许多优良标

准，比如 D-优，A-优和 E-优已经建立。这里需要为检验建立优良设计标

准，注意到在给定检验的两类错误概率的条件下，一个设计所需的抽样

数越小，这个设计就越有效，于是可从抽样数大小的角度来定义设计的

风险。仿判决理论，能够建立容许性、极大极小性和设计子类中最优性

标准。在这些标准下，找到一个容许的极大极小设计，且证明了这个设

计在基因连锁分析中不仅是容许的和极大极小的，而且在一个合理的设

计子类中是最优的。通过利用这个优良设计，基因连锁分析中检验所需

的样本数减少了一半。 

 

2.2、优良标准 

在模型（1.3）中参数向量 g1的最小二乘估计 依赖与试验区域

T={0,1,2}中 n个点 t

1ĝ

0>

1,t2,⋯,tn上的相互独立的观察值。这样 n个点形成

了一个设计，它可以用概率测度 来描述，这里 0,1,2 是

t

nnii i /2

0 }{∑=
= δξ

12

0
=

=i iω

1,t2⋯tn中所有可能的不同的点，非负整数  n0、n1和 n2 是相应点的重

复观察数， 附质量 1于点 i上。上述设计的概念已推广到允许用任意

的权 来代替 ，其中 。具有权 的点 i是设计

的一个支撑点。 

}{iδ

0≥iω nni / ∑ iω ξ

为了保证统计量 是 g1ĝ 1的无偏估计，仅限考虑 
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                                (2.1) )]}([)'1,0({ ξξ MLcD ∈−== ㄩ

中的设计，这里 是设计 的信息矩阵，

, 是 的列向量所生成的线性空间。此时统计

量 近似服从均值为 和方差为 

)()'()()( mmm dffM πξππξ ∫=

)]([ ξM )(ξM

gcg '1 =−

ξ

)',1()( mmf ππ =

gcg ˆ'ˆ1 =−

L

cMMMc
n

gcVar u )()('1)ˆ'( ),( ψψ ψ
−−=      (2.2) 

的正态分布，其中 是信息矩阵 的广义逆， )(ξ−M )(ξM

)()'()(),,()( 2
),( mmmmu dffuM πξπππψσξψ ∫= 。   (2.3) 

由（1.4）知         

)(),
2
1,()|( 2

0
2

0
uutyVar mH σπσ ==      (2.4) 

与 无关，即模型（1.3）在 Hmπ

,0( σ

0下满足等方差性的标准回归假设。但在

对立假设下，由（1.4）知，模型（1.3）不满足等方差性的假设。（2.4）

确保了在 H0下统计量 是 的最优线性无偏估计且近似服从正态分布

。 

gc ˆ'

)n

gc'

/)(')(2
0 cMcuN ξ−

设 和 分别为关于假设（1.6）对（1.7）检验的犯第一类错误和第

二类错误的概率，于是有 

α β

         )(1
)ˆ'(

ˆ'
11

0

0 ααα −− Φ−=












>= zz

gcVar
gcP

H
H            (2.5) 

和          











 −
<

−
=

−

)ˆ'(

')ˆ'(

)ˆ'(
'ˆ'

1

0

1

1

1

gcVar

gcgcVarz

gcVar
gcgcP

H

H

H
H

αβ  

)(
)()()('

')(')(

),(

2/12
01

β

ψ

α

ξξξ

ξσ
z

cMMMc

gcncMcuz

u

Φ=












 −
Φ=

−−

−
−          (2.6) 

这里 是标准正态分布，z 是它的1 分位点。由于 未知，故由

（2.5）式导出的拒绝域

Φ α−1 α− )(2
0 uσ

),/))(( 2
01 ∞− ncuz ξσα

)(2
0 uσ

(' −Mc 是不确定的，但可以

用 的估计来代替 ，从而得到一个确定的拒绝域，就象基因连)σ (2
0 u
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锁分析中所做的那样（见Haseman和 Elson, 1972、Olson等, 1999和 Stoesz, 

1997）。在 下，由（2.6）式有 1H

M

Mc

u)

')

(

c −

0

1(+

|
|

βz

,,2 u

),ψ

cMMc

gcncuz

)()(('

')((

),

2/12
01

ξξξ

ξσ

ψ

α

−−

−
− −

= , βz

解此方程，得到所需抽样数 

( )2),(
2
012 )()()(')(')(

)'(
1 cMMMczMcuz
gc

n u ξξξξσ ψβα
−−−

−= 。  (2.7) 

注意到 越小，设计 就越有效，因此追求能够极小化（2.7）的设计。由

于在（2.7）式中 , 和 是与设计无关的，因此设计

极小化（2.7）式的充要条件是它极小化 

n ξ

>α 01−z <βz 0)'( 2 >gc

),(

)()()('))(')(
),,( ),(0

ψ

ξξξωξωσ
ψξ ψ

uQ

cMMMccMcu
uR u

−−− −
= ,  (2.8) 

这里
|||

|
||||

||

1

1

α

α

βα

αω
z

z
zz

z
+

=
+

=
−

−

),( ψu

是两类错误概率 和 的一个比较量

度，Q 是u和

α β

ψ 的取正值的函数，它不依赖于设计，选择函数

使得 在

),( ψuQ

),,( ψξ uR ]1,
2
1[2 ×× +RD

ξ

上有界。仿决策理论，称函数 为

设计 的风险，现在优良设计标准可建立如下： 

),, ψu(ξR

定义 2.1 对检验 来说，一个设计 称为优于另一个设计 ，如果 gc ˆ' 1ξ 2ξ

)(),,( 1 ψξψξ RuR ≤ ， ]1,
2
1(,2 ∈∀∈ + ψRu∀  

且严格不等号至少在某一点 处成立。如果没有优于 的设计，则称

是检验 的容许设计。 

(u ξ ξ

gc ˆ'

定义 2.2 一个设计 称为检验 的极大极小（Minimax）设计，如

果 

*ξ gc )'
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),,(supinf),,(sup
]1,

2
1

(),(

*

]1,
2
1

(),( 22

ψξψξ
ψ

ξ
ψ

uRuR
Ru

D
Ru ×∈

∈
×∈ ++

= . 

定义 2.3 令 为 的一个子集，一个设计 称为检验 c 的

优设计，如果对每一个 ，都有 

0D D 0
* D∈ξ ĝ'

−0
D 0D∈ξ

]1,
2
1(),(),,,(),,( 2* ×∈∀≤ +RuuRuR ψψξψξ 。 

注：2.1 假定对每个 ( ， 在,), TUu m ×∈π ),,(2
mu πψσ

2
1
点连续，且对

任意 ，（2.8）式中函数Q 在Uu∈ ),( ψu
2
1
也连续，在这两个假定下，定义

2.1~2.3中 ]1,
2
1( 可用 ]1,

2
1[ 来代替。 

 

2.3、优良设计 

设计  }2{}0{ 2
1

2
1 δδξ +=         （3.1） 

就是 2.2节所述的各种优良性标准下的优良设计，具体地有 

定理 3.1 设计（3.1）关于检验 c 是容许的。 ĝ'

定理 3.2 设计（3.1）关于检验 c 是极大极小的。 ĝ'

设计（3.1）不仅是容许极大极小的，而且在对称设计类 

)}2()(:{ mms DD πξπξξ −=∈=  

中是最优的，即我们有 

定理 3.3 设计（3.1）关于检验 c 是 优的。 ĝ' −
s

D

注意到
4
1)2()0( ==== mm pp ππ 和

2
1)1( ==mp π （见 Olson 等，

1999），于是由大数定理知随机抽样设计在大样本下可近似地表示为 

}2{}1{}0{ 4
1

2
1

4
1 δδδη ++=  。                （3.2） 
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设计（3.2）是对称设计类中的成员，且是 Haseman-Elston模型(1.3)中

经常使用的设计（见 Olson 等，1999）。定理 3.3 表明优良设计(3.1)要

优于常用的随机抽样设计(3.2)。由(2.7)知设计(3.1)和(3.2)的样本大

小分别为 

[ ]2222/12
012

1

)2,,()0,,(2)(
),(

1 ψσψσσ
ψ βαξ uuzuz
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和 
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容易看出优良设计(3.1)的样本数只是常用设计(3.2)的样本数的一半，

因此新的设计(3.1)显着地改善了原设计(3.2)的功效。 

 

3、 独立性置换检验中 p-值的计算 

 

置换检验是基于 Fisher的随机化原则（Fisher，1951）而提出的一

种检验方法。其目的是想把通常基于正态独立性和等方差假设的方差分

析方法置于更现实的基础上。然而，要具体实现这个检验却非易事，文

献中常用两种方法来实现置换检验：（1）用连续分布来逼近置换带来的

离散分布，然后根据连续分布定出否定域的界限，从而得到一个大样本

的置换检验（见陈，1981）；（2）用 Monte-Carlo 方法估计出检验的 p-

值，从而获得一个小样本的置换检验，它在基因研究中有着广泛的应用

（见 Lange，1997）。这一节我们说明可用均匀设计方法代替 Monte-Carlo

方法,从而更有效的给出 p-值估计。 

为了叙述的简单，我们用随机向量 来描述 m个因子

的联列表模型，其中 可能的取值为1 ， 。记 

),,,( 21 mxxxx …=

iqㄛ…,2 i = ,2,1ix , mㄛ…

}1)',,,({ 21 jjm qiiiiIJ ≤≤…== ㄩ ， 和 。 )( IxPPI == )( jjji ixPp
j

==

假定对 进行的 n 次独立的观察中， 的次数为 。现要根据

这批观察值来检验 的独立性假设，即检验假设 

x Ix = JInI ∈,0

mxxx ㄛ…,, 21
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来检验假设 ，其中 。此时 渐进于自由度为∏ 的

分布。 
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值得注意的是即使 n很大，但当 较大时，联列表还是非常的稀疏。

对稀疏的联列表采用 分布来确定否定域的界限的检验将是可疑

的（Lange,1997）。一种有效的处理稀疏联列表的方法就是下面将要介绍

的精确置换检验。 
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基于观察值{ ，给出一个 的矩阵},0 JInI ∈ nm× ( )ijaA =

jqk ≤≤

 它的第 i 行

与第 i个因子相对立，它的第 j列与第 j次观察相对应，矩阵 A中的第 i

行将重复出现第 i 个因子的第 k 个水平 次，1 ,这里我们称矩

阵 A 为观察矩阵。例如考虑一个因子有两个水平，两个因子均有三个水

平的三因子情况，记为 。假定 4次独立观察所得的数据为 

0
jkn

232×

              , ,  20
112 =n 10

221 =n 10
233 =n

则 观察矩阵为 43×

















3122
3211
3211

      。 

对矩阵 A 的每一行进行任意置换，由于每一行有 个不同的置换，!n
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于是共有 个置换。记这些置换分别为 。它们将会导

致出 个置换矩阵： 。如果赋予每个矩阵1 的概

率，这样就得到了一个置换矩阵的离散“均匀”分布，这里给均匀二字

打上引号的意义是指它不是真正的均匀分布。事实上在 个置换矩阵

中仅有 )个不同的矩阵，其中
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让 T是一个定义在置换矩阵上的检验统计量，例如 T可取为 Pearson 

统计量 ，那幺 T以相等的概率取到T ，即 

1 。 

对于给定的显着性水平 ，当 p-值 

       
(

        

不超过 时，则拒绝假设 ，这就是文献中常称的精确置换检验，这里

精确二字是指 p-值是一个可算出的精确值。这里 是示性函数，

即当 时为 1，否则为 0。然而，要具体实现上述精确置换检

验却远非易事，这是因为当 n 和 m 不太小时，p-值的计算量非常之大。

于是一个自然的想法就是通过从置换矩阵中随机地抽取  r

个样本，然后用样本示性函数的均值 
rA

                      

来估计 p-值。 

当 n 和 m 大小适中时，随机抽样方法需要很大的样本量 r 才能保证

p-值的估计达到一定的精度，这将导致上式的计算量非常大。本文利用

方和王提出的均匀设计思想（见方，1980、王和方，1981），特别是新近

发展的离散偏差方法（见 Hickernell和 Liu，2002、方等，2003），从置

换矩阵中选出均匀散布在置换矩阵中的 s 个确定的置换矩阵来代替随机

抽取的 r个矩阵，并希望在同样的 p-值估计精度下，均匀抽样数 s要远

远小于随机抽样数，这样就有效地减少 p-值估计的计算量。 
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